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1. Definition der Konchoide

1.1. Zur Wahl der Definition

Die Formulierung meiner Definition ist angelehnt an die von Schmidt

(<2>,5.102), wobei ich diese um einen Winkelparameter erweitert habe,
wegen einer allgemeingiltigeren Handhabung des Begriffes 'Konchoide'

von Wieleitnmer (<1>,S.64). Ferner habe ich die Parameterbezeichnungen
selbst gewahlt.

1.2. Definition:

Unter Konchoiden im allgemeineren Sinne versteht man Kurven, die auf
folgende Weise entstehen: G sei eine ebene Kurve und O ein Punkt in
ihrer Ebene. Man lege durch O und einen Punkt S der Kurve G eine Ge-
rade 0S und ziehe durch S unter einem bestimmten Winkel ¥ eine weitere
Gerade h. An dieser Geraden h trage man von S aus nach entgegengesetzten
Richtungen P, S=SR =c ab. Der geometrische Ort der Punkte P bei Drehung
der Geraden 0S um O ist dann eine Konchoide (s.Abb.l1).
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2. Konchoiden einer Geraden

2.1. Beschreibung und Bezeichnungen

Die ebene Kurve G sei nun eine Gerade g. Da sich die Konchoidenkonstruk-
tion nur auf die gegenseitige Lage des Punktes O und der Geraden g be-
zieht, kann man diese ohne Beschrinkung der Allgemeinheit so in ein kar-
tesisches Koordinatensystem legen, daB O der Ursprung und g eine Pa-
rallele zur y-Achse im positiven x-Bereich ist. Die gegenseitige Lage
ist eindeutig durch den Abstand a bestimmt (s.Abb.2).
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Der Winkel zwischen der Geraden 0S und der x-Achse wird & bezeichnet.
Dieser Winkel kann die Werte LO0;tL annehmen, da fUr «=w die selbe Ge-
rade 0S bestimmt wird, wie fUr «=0. &« muB aber ungleich ®/2 sein, da
dafir kein Schnittpunkt S existiert. Da a und c Streckenldngen bezeich-
nen, wihle ich sie gr&Ber als Null. FlUr a=0 wére eine Konchoidenkon-
struktion nicht sinnvoll, und fir c=0 ware allgemein die Konchoide von
einer Kurve die Kurve selbst. Als Vereinfachung mochte ich noch ¥=0
einfiihren, womit man eine sogenannte 'gerade' Konchoide oder 'Koncho-
ide des Nikomedes' erhdlt. Als Einschrdnkung der Parameter erhalten
wir somit: w€Co;rIN{1/2}

a>0

c>0

=0

2.2. Gleichungen der Konchoide

2.2.1. Mit Hilfe von trigonometrischen Funktionen

Zur Veranschaulichung der folgenden Rechnungen dienen die Abbildungen
3a und 3b:
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Um eine Gleichung fiir die Konchoide zu erhalten, muB man y und y jeweils
in Abhidngigkeit von xqbzw. X, ausdriicken. Zundchst will ich aber x«, Xe,
yg Und ye in Abhdngigkeit von & ausdricken. Man erkennt:

a) aus Abb.3a: b) aus Abb.3b:

X3 Xg*se 3 atC CO5e X4 = Xy=$psa-c-ws(r-L)z o+ cocose

I) Ya= ¥Ys $sy s a-tand +¢-sind Y1 2Ystsyza-tand+ - sin(r-g)s atund  ¢c.sind

Xe = Xg =S¢ TR~ O Xq & X"f‘p'tlf("ﬁ(‘ﬂ"‘.): a=~CCe5d

Y= ¥ =Sy =a-tend ¢ sind Y2 =Ys~ by = k- tana = ¢ sin(fr~d) = a.tuna = ¢ Sind

Somit erhdlt man fir die Punkte P in Abhingigkeit von «e[D;w[\{»/2}:

R(a+cscose; artane+cesine)
R(a-c.cose; a-tank-c.sine)

Nun muB der Parameter &« eliminiert werden:

X,= d4cotosh
- x - ‘ e .. -
€osd =72 : da c$0; nur lBsbar flr l-’-'ﬂ-c—-'-‘-lé-’l

- x b
4= drt.coS""a"'“"“ ; da ,,..[o;rr[\{ﬂ'/Z}

& eingesetzt in I): y=a+tan(arccos¥44)+c.sin(arccos¥is.)
Analog gilt fur alle Punkte §: ytza-tan(arccos&‘T"h)-c-sin(arccos&%‘l)
FUr die Definitionsmengen gilt:

Aus xq=a+Cecosa und «eL0;WINE®7/2}, d. h. cose$0, folgt: x4#a
Analog: xg#a

FUr I-’L"?"-‘Llé‘l ergeben sich zusétzlich folgende Bedingungen:

1. Fall: xq>a: 42— gdq
X4~ £¢ ; da c>0
Xy & ate

2. Fall: x4<a: %—g’*)"l ; da M2 4] (A4¥)
xq-a >~c ; da c>0
Xq4> A-C

x (& Ja-c;a+cl\{a}
Analog gilt fUr xe: x,6La-c;a+chN\{a}

Somit erhalten wir das erste Funktionsgleichungspaar, das zusammen die Kon-
choide bestimmt:

fiz x—>a- tan( arccos&g®)+c.sin(arccos&y=); B, =Ja-C; a+c]\{g}
f x> a- tan( arccos®g%)-c-sin(arccos$3%.) ; szz[a-c ;a+chN\a}



2.2.2. Als Gleichung 4. Ordnung

Zur Veranschaulichung der folgenden Rechnung, die sich auf Berechnungen
von Schmidt (<2>,S5.103) stiitzt, dient Abbildung 4:
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Man fihrt nun r als Verbindungsstrecke zwischen O und den Punkten P
der Konchoide ein. Also gilt: r=0P

Somit gilt fUr B: .83 .0 mit az 05 cosd = 53:.(..‘.1:.‘.'.

- — -
reeerte = (r- c,M_)---c.--o

a o -
rz—ger ¢ =z (V’-z;;i:) +C(=0
FUr die Punkte P gilt danq: -

Ler- (.“_)"CJ‘L(Y- cosd—) 'H':] =0

2
(r ““) =c
Man erkennt aus der Abbildung 4:

X=r-cosd =D cvsd—:-’;',-
r:‘x‘q.y‘l-l

Jetzt ergibt sich: (r - -!xﬂn)l =t

und analog flr §:

o t tot
und nach Ausmultiplizieren: y®—2E% & '!;i“ =t

Klammert man nun r? aus und setzg'erx2+y? erhalt man:
ri(1-2%+ &)=

2
(& vy 112+ %) =&

Multipliziert man mit x? erhdlt man als Faktor eine binomische Formel:
(%% + yd-(x% = 2ax +a¥) = 152

(x* + y)-(x=-a)t = cta?




Dieses ist die Ubliche, in der Literatur verwendete Konchoidengleichung.
Ich will sie aber nun noch in zwei Funktionen aufspalten. Dazu dient

folgende Rechnung: 2
(x2+ y2)(x-a)t = ctxt
xt(x-a)t+ yi(x-a)t =t x®

(A
Y (x-a)t = ¢t x* - x*(x-a)

1. Fall: x=a: Es ergibt sich: 0=c?a’
Da aber ¢>0 und a>0, ist diese Aussage falsch.

= (e-all]

(-0}

2. Fall: xta:

yt=

Nur l@sbar flr c?a(x-a)?: [X-alec

X Sate | flr x>a
XxXSa—c , flr x<a

e (eag)b]
y ,___i*& Lct-(x ) =% x{“ Hc.‘-(x-u"

(x-a)?

Damit erhalten wir das zweite Funktionsgleichungspaar der Konchoide:
f:‘:xH l;f;- c?-(x-a)%; D=fa-c;a+\{a}

f::XH-I;_L‘-ch—(x—a)zl; D=La-c;a+cIN{a}

2.3. Kurvendiskussion der Konchoide

2.3.1. Sonderfalle

Hier mdchte ich nun kurz die Wirkung beschreiben, falls fUr c und a
auch negative Werte und die Null zugelassen werden.

a) c<0: Betrachtet man die Formel (x?+y?)(x-a)?=c?x?, so fdllt
auf, daB c nur im Quadrat vorkommt. Auch auf die Definitions-
menge wirkt sich das negative c nicht aus. Es werden lediglich
die Grenzen vertauscht. Es ergibt sich die selbe Konchoide
wie fUr ein c™®0, wenn c®=|d

b) c=0: Hierbei ergeben sich flr die Konchoidenpunkte P in Abhangig-
keit von d&: P(ajastana)

Die Menge dieser Punkte P beschreibt die Gerade g, wie schon
in Kapitel 2.1. angeschnitten wurde.

c) a<0: Die Gerade g liegt nun im negativen x-Bereich, und sie ist
das an der y-Achse gespiegelte Bild einerGeraden im positiven
x-Bereich mit dem Abstand |a] von der y-Achse. Da die Erzeugungs-
weise der Konchoide die selbe bleibt, ist auch die Konchoide
fir a<0 das an der y-Achse gespiegelte Bild der Konchoide fir

o= fal.



d) a=0: Hierbei ergeben sich fiUr die Konchoidenpunkte P in Abhangig-
keit von d: R( c-cose; c-sind)
Q( -c.Ccosq;-C+sind)
Die Menge dieser Punkte P beschreibt einen Kreis um O mit dem
Radius c, wobei die Punkte R(0;c) und R(0;-c) ausgeschlossen
werden, da ae[0; 0N /2%,

Die folgenden Kapitel setzen wieder c>0 und a>0 voraus.

2.3.2. Verhalten der Konchoide bei x=a

lim £209 = &1[]"’_‘_“ [Jct-(x--)‘l_]c L.-mI;_;

.  J .
Analog: !::;fz () =i:n~l: <[> - o0

Aus dieser Rechnung folgt, daB bei x=a eine senkrechte Asymptote existiert.

2.3.3. Nullstellen

Hier gehen wir von der umgeformten Konchoidengleichung aus:

2o L =(e-a)®]
y°= (e-)? t )
Als Bedingung fir die Nullstellen erhalten wir dann: %~ [e*-(x-a) J=0

1. Fall: x4=0, fUr a-c€0
d. h. agc, da sonst x 4D

2. Fall: ¢t=(x-a)*=20
x-q:!c
x“3=“tc

xz:a+c i x,:q-o

Die Konchoide besitzt demnach Nullstellen bei xg,=a+c, xg=a-c und flr
agc bei x,=0.

2.3.4. Symmetrieverhalten

Aus f*(x)=-f¥(x) fur alle xeDb folgt, daB der Graph der Konchoide
symmetrlsch zur x-Achse ist.

2.3.5. Bestimmung der Tangenten

2.3.5.1. Die 1. Ableitung der Konchoidengleichung

(xt+yd) (x-a) =%t
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nach x abgeleitet: (2x + Zyy‘)(:t-n)z-* (x+y2)-2(x-a)=2ctx
Zr(x'“-)z*z‘l‘ll ("-d')z"' 2ixt+y) (x-a) = 2 x ‘(x‘;. )
¥ (x-a) + YY'(«"“)‘ + (x4 yt)(x-a)" 2 ¥x (x-a)

mit (x%+y?)(x-a)?=c?x*:
x(x-0)® +y yl(x-aP + ¢t xt 8 tx® - actx [~ *xt

\)
~x[ et t(x-c
Y' = Y (x ~a)® l ; mit y20 und x#a

2.3.5.2. Senkrechte Tangenten

Senkrechte Tangenten kann es nur dort geben, wo der Nenner der 1. Ab-
leitung Null wird, und wo die Konchoidengleichung definiert ist. Dies
ist nur an den Nullstellen der Konchoidengleichung der Fall. Wenn der
Zdhler der 1. Ableitung an diesen Stellen ungleich Null ist, so sind
an diesen Stellen senkrechte Tangenten.

1. Fall: x4=0 fUr cja:
Der Zihler der 1. Ableitung wird Null, da:
-xgac?+(x-a)’J=0 fir x=0,
d.h. dort ist keine senkrechte Tangente.

2. Fall: xq=a+c:
-(a+c)[ac?+(a+c-a) >} =-(a+c)(ac?+c?)<0, da a>0, c>0
d.h. bei xe=a+c existiert eine senkrechte Tangente.

3. Fall: xg=a-c:
~-(a-c)lac?+(a-c-a) A =-(a-c)(ac?-c?)=-c?*(a-c)?
-c2<0. Nur fUr (a-c)?=0 gibt es bei x4=a-c keine senkrechte
Tangente. (a-c)?=0
a=c
d.h. es existiert flr a¢c bei xy=a-c eine senkrechte Tangente.

2.3.5.3. Waagrechte Tangenten

Waagrechte Tangenten gibt es dort, wo der Zadhler der 1. Ableitung
Null, und der Nenner ungleich Null ist. AuBerdem missen natdrlich die
so berechneten xeP sein. Die Bedingung lautet:

-xfac?+(x-a)>]=0

1. Fall: x4=0 fUr c»a:
Hier ist auch der Nenner Null, wie wir schon in Kapitel 2.3.5.2.
gesehen haben.

2. Fall: ac?+(x-a)’=0
(x-a)>=-ac?
da -ac?<0: x-a=-¥ac
X’=a— W

Damit x.¢P muB gelten: a—#EE’aa-c

{ac?ac

ac’gc’ J:c? (c>0)

agc

Fir a=c wire x4=0, d.h. der Nenner wire Null (sihe 1. Fall).
Diese Stelle wird spater noch genauer untersucht.
Da die Konchoide eine zur x-Achse symmetrische Relation ist,
und die Relationswerte fUr x,:a-%EE; ungleich Null sind, muB
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es bel x,:a—ﬂ”a-c2 fir a<c zwei waagrechte Tangenten geben.

Jetzt wollen wir noch untersuchen, ob es sich um Minima, Maxima oder
Terassenpunkte handelt. Dazu untersuchen wir das Verhalten der 1. Ab-
leitung in der Umgebung um xg.

FUr a<c gilt xg,=a-’ac?<0, d.h. -x¢>0.

Daraus folgt fUr den Z#hler der 1. Ableitung, daB beim Durchgang durch
x4 in positiver x-Richtung ein Vorzeichenwechsel von "-" nach "+" statt-
findet. Der Nenmer der 1. Ableitung von f§ ist negativ, da (xe-a)><0
ist. Es findet also bei der_l. Ableitung von & ein Vorzeichenwechsel
von "+" nach "-" bei x,:a-vgg? fir a<c statt, d.h. dort ist ein Maximum.
Der Nenner der 1. Ableitung von f¥ ist positiv. Die Uberlegungen flhren
analog zu einem Minimum.

2.3.6. Die Steigung in x4=0

Damit die Konchoide bei x4=0 Uberhaupt definiert ist, muB a&c sein.

Dort ist dann, wie in Kapitel 2.3.3. festgestellt wurde, eine Nullstelle.
Zunichst wird die 1. Ableitung des ersten Funktionsgleichungspaares
berechnet. Dazu verwende ich die Formeln aus der Formelsammlung (<3>,S.62):

f(x)=a- tan(arccos¥z%)+c- sin(arccos¥z)

x-al, 1

£0)=-u 1 . 4 .4~ c-cos(arccos
T lemlereces 2] f1 e R
fit)= — 1 . [ a-c +(x-¢)]

o1~ e [ e
.. 1 act 4 ool
FUr x=0 gilt: £/ (0) = - ( -a}:-— . =
(c>a) 1 () f1-£1 ¢

-(‘_'l:ﬁ"'__ o= - -S'———T—-u—— - ct

-
(-l o

A
[

Wegen der Symmetrie zur x-Achse gilt fUr f:(O):

(c3a) T
£/ ) = %..1

FUr c>a ist bei x,=0 ein doppelter Nulldurchgang mit den Steigungen

B

<e=fund -{g&-1.

FUr c=a gilt: f¢(0)=0 und
Lim fa (x)=0,

d.h. flUr c=a ist eine waagrechte Tangente bei X4=0.
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2.3.7. Wendepunkte

Um die Wendepunkte berechnen zu konnen, braucht man die 2. Ableitung.
Dieser Term wird jedoch -allgemein gerechnet- ziemlich lang, und man
erhdlt am Ende der Rechnungen eine Gleichung 6. Grades, die auch durch
Ndherungsver fahren nur sehr schwer zu lBsen ist. Diese Gleichung lautet
folgendermaBen (Berechnung &dhnlich wie unten):

x¥-3ax% +x>(10a>-ac?)+x?(6a’c?-15a"*)+x(9a¥-9a’c?) +4atc?-2a2c* -2a8 =0
Einzig fUr den Spezialfall c=a 138t sich Genaueres angeben.

Die 1. Ableitung lautet dann:

£(x) = - 4, as-r(u-uf:_ \F‘Cﬁh(x“d‘{]z
T e ceear (- [a® = (x-a)*] (-)t
£ o= =8 +230e=a)*+ (x -a)®

a’(x -a)? - ( ~a)®

Und die 2. Ableitung:

£0=-% L (e T (63 () 46 - T L2 (-0) = (e-al T -
R A | O A R o Ul e [ a2 = (se~a)]? (x w)F

LA L4

.o La®+2a ("’“P* (x-a)¢] L e (-3 6 (x’ﬂ.)il

Eine Bedingung fir Wendepunkte ist, daB die 2. Ableitung Null ist.
fa(x) ist dann Null, wenn der Zdhler des Bruchs auBerhalb der Wurzel
Null ist, da der Zdhler des Bruchs in der Wurzel auch als Nenner des
Bruchs auBerhalb der Wurzel vorkommt, also nich Null werden darf.
Bei der nichsten Rechnung ist der erstgenannte Zdhler bereits durch
(x-a)’? geteilt:

[6 a®(x-a) +6(x-a)® - [al(r-a)-(x-a)>T~[ ab + 2a3(x ~a)*+ (x~a)’ ][ #a>~6(x-)*]= 0
§aF (c-a)*- 663 ()" 4§ a2 (sc-off - 6 (x-aF ~¢af 460 (x~0)2-Fa®(x -a)>+ 1243 (x-a) -
¢l (x-a)’ 44 (x-a)f =0
2a% (c-a)® +6e3(c~a)® - 26 (x-0)® 468 (-ad? = ¢af =0  |:2a? (a>0)
(x-a)b 4+ Bat (e a)S = a® (x-~a)® +3at(x-al’-24f =0
KO- bax®+15ua2x* - 20a2 3@ 415,43 -6 aTx 40 +3axT - 15a%xt +30a3 x3-30ats" +
15a5% ~3af~a®xd+3a¥x2 ~245x +a +3a%x? —fafx +3a*~2a=0

A . 'L
x6- 30 xS +9a2x¥~%alx? =0 [+%" . 440, da an der Definitions-

grenze kein Wendepunkt existieren

kann.
xt—=3ax® +%4%x - 9a? =0
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Die L®sung dieser Gleichung muB die Form x=k.a haben, wobei k eine
Konstante ist. Setzt man fUr x=k-a ein, erh&dlt man:

ak*-3k>a*+9ka?-9a%=0 :a* (a>0)
k#-3k?>+9k-9=0

Diese Gleichung 138t sich mit dem Newton'schen Ndherungsverfahren unter
Anwendung der Funktionen g(k)=k¥-3k>+9k-9 und g'(k)=4k’-9k*+9 lGsen
(<3>,5.20). Man erhilt dabei zwei Werte: ky=y3; ke=-{3. Das ergibe die
LEsungen: xg=y3a; x¢=-y2a. Da aber x&[0;2g)\{a} gilt, ist nur xgeine
Ldsung, da x¢<0. Dies ist nun tats&chlich ein Wendepunkt, da bel x=a

eine senkrechte Asymptote, bei x=2a eine senkrechte Tangente und eine
Nullstelle ist und sich dazwischen keine weitere Nullstelle befindet.

In diesem Bereich muB sich bei einer stetigen und differenzierbaren Funk-
tion, wie sie f, hier ist, mindestens einmal die Krimmung &ndern. Wegen
der Achsensymmetrie, und da xgkeine Nullstelle ist, besitzt die Konchoide
dort zwei Wendepunkte.

Die selben Uberlegungen gelten auch fir alle anderen Konchoiden im Be-
reich Jaja+c} und fir a>c auch im Bereich [a-c;al. Weitere Wendepunkte
sind zur Erfillung der besprochenen Eigenschaften nicht notwendig.

Auch die Praxis zeigt:

FUr a<c existieren 2 Wendepunkte.
Flr a=c existieren 2 Wendepunkte bei w4({?h;%J?bz) und W, (3a;-H3a*).
FUr a>c existieren 4 Wendepunkte.

2.4. Die Graphen der Konchoide

In den Abbildungen 5a-f sieht man nun die drei Fdlle von Geraden-Kon-
choiden, wobei jeweils fyund fy bzw. ffund ffeingezeichnet sind. Es ist
dabei jeweils ein Reprdsentant flr c<a, c=a und c>a ausgewdhlt worden.

c<a: 7

FRIURP SPTIURUUON WINPT SR eUR SO p

Abb. 5a
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c=a.:

[SORINE WU —

[ SOV SU

Abb.5b

,T’Ill R W,

c>a:

Abb.5c
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c<a:

USSR ENRIS RN RS

c=a:

Abb.5e

S s ST -
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cra:

Abb.5f

2.5. Konstruktion der Konchoide

Bei der Konstruktion der Konchoide be-
hilft man sich mit einer mechanischen
Vorrichtung, wie sie Schmidt (<2>,S.104f)
beschreibt und die von Nikomedes er-
funden wurde (s.Abb.6). Dabei beschreibt
aber die Spitze P nur den von O ent-
fernteren Konchoidenast, was aber fUr
die unter Kapitel 5. angesprochenen
Probleme ausreicht. Der Rest der Kon-
choide muB punktweise konstruiert
werden.

RESAw IARSE 5

i

A w1
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3, Konchoiden eines Kreises

3.1. Beschreibung und Bezeichnungen

Als Ebene Kurve nimmt man nun einen Kreis mit Mittelpunkt M(Xm;Ym)

und Radius r. Da die Konchoidenkonstruktion diesmal auBer von c nur

von der gegenseitigen Lage von O und M abhdngt, kann man ohne Beschran-
kung der Allgemeinheit O in den Ursprung und M auf die ositive x-Achse
eines kartesischen Koordinatensystems legen. Dabei ist OM=a. Als Ver-
einfachung wihle ich wieder ¥=0 und zusdtzlich r=a, so da O#k(M;a)
(s.Abb.7).

4 3
X
X
s §
1

1
T

11
1
1

1T 11 I 1171 T

Der Winkel & kann diesmal jeden Wert im Intervall [O;®L annehmen. Auch
werden diesmal wieder c und a jeweils groRBer als Null gewdhlt. Wie man
in Abbildung 7 erkennmen kann, ergeben sich im Normalfall zwei Schnitt-
punkte von der Geraden 0S und k(M;a), eben O und S. Man zieht aber O
nur dann zur Konchoidenkonstruktion heran, wenn O und S zusammenfallen,
d.h. wenn ¢=¥/2. Als Einschrdnkung der Parameter erhalten wir diesmal:

T=Xm=a

Ym=0

a>0

c>0

=0

aelo;nf

Eine Kreis-Konchoide, fiir die c=2a gilt, wird auch 'Kardioide' genannt.
FUr c<2a triagt die Konchoide auch den Namen 'Pascal'sche Schnecke'.
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3.2. Gleichungen der Konchoide

Zur Veranschaulichung der folgenden Rechnungen dient Abbildung 8:

188 u
1T I
1n ol

1
1

yit
i 88
1 B8

Il

suen
aass!
nESSeY

Nach dem Gesetz von Thales gilt: 0S=2a-cose

Nun wird die Strecke R=DP eingefihrt. Somit gilt fUr B: R=0S+c
bzw.: R=2a.cose&+C
(R-2a+cos&)-c=0

und fir B: R=05-c
analog: (R-2a-cosd)+c=0

Fir beide Punkte gilt dann:
C(R-12 a'CaScL)‘tJ ‘[(R-2a: cosd) +¢] =0
(R-2a cosa) =t =0

Aus Abbildung 8 erkennt man: X= R ‘COSL D cosa = =
Eingesetzt in die Gleichung erh&lt man: R

Y4 (A
(R- ‘if£? -t =0
Und nach Multiplikation mit R? erhalt man:
(R¥-2ux)t - 2R=0
Setzt man nun fir R=yx?+y?, wie aus Abbildung 8 zu erkennen ist, er-

hdlt man die allgemeine Konchoidengleichung, wie sie in der Literatur
gebrduchlich ist:

(x2+y2-2ax)?-c?(x?+y?)=0
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Diese Gleichung m@chte ich aber noch in Funktionen zerlegen. Dazu mul-
tipliziert man aus und erhdlt:

xt+xtyl-2ax? +x? yity*®-2ax y? - 2ax®-Zaxyt +4udx"-ctxP-cly2=0
7(' "‘yz(Zx"' ~¢ax —cY) +(xt-%ar® ¢ ¢l x* - <) =0

Diese Gleichung 1&Bt sich unter Verwendung der Ldsungsformel fUr qua-
dratische Gleichungen ldsen. Dazu bestimmen wir erst die Diskriminante D:

2
D= (2x% ~¢ax—c?) = ¢. 4 (x“-¢asP +4a2s® ~c2xt) =
= lf\(q“ Ya.x"'zctxz-gu x5+ 4‘@7'):7' + ‘I'et.czx - 2-(.7';:1‘ + (*ac"x +ct o Gxte
1ax® -16ax*+6etxt =

Wenn nun D0, was spater noch untersucht werden soll, kann man die
Lésungsformel anschreiben:

Y’: = %Lc"'"’ ux ~2xt) 2 Voax +cF ]

Nun muB@ noch die rechte Seite der Gleichung grdBer oder gleich Null
sein, dann kann man die Wurzel ziehen. Man erh&lt vier Gleichungen:

vy s dez[(cuux-zx‘)*‘c-ml'
ve =-‘/%[(¢1- +9arx -1t ¢t ¢ -mf
Vs © J%C(c‘ +Gax - W) C mj‘
Y PR e

Nun fehlen noch die Definitionsmengen. Dazu bendtigen wir die vorher
gestellten Bedingungen:

a) c(Bux+ct) 20
fax +c* 20 g 08 ©0

c -
X & To ; da a>0

Diese Bedingung gilt also unbedingt.
b) SI(2 téax -2) tCfBaxtct J20 -2
(*) ¢t tax-2x% 2 L ¢ ffax+ct

In dieser Gleichung ersetzen wir zundchst das Ungleichheitszeichen
durch ein Gleichheitszeichen. Uber die Intervalle stellen wir spéter

Gedanken an.
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4 bax-2x%st - Vfaxs 1%
(ct+ ¢ax -Z.x"\tf- fax +cY)
ctrba -2 5t bactxt 4‘&7‘:"-8’4,:5—2:.1::1'— Forrd +ext-Facix-ct=0
fx’—46ux5+x"'(4£u"—‘rc‘)=0 [:¢
xt - ¢ax® ¢+ x?(4at-c?) =0
X2 xt- gax + ¢a?-c?) =0

1. Fall: x=0: Bei x4=0 existiert eine doppelte Nullstelle, d.h. es
findet dort kein Vorzeichenwechsel statt. Da es uns aber um
das Vorzeichen geht, lassen wir x,=0 zundchst unberlcksichtigt.

2. Fall: x#0: 4
X - (‘a.)t + (942— cz')=0

X8 = .‘IZ:': 1 %mq}'-(“v}-‘c‘)‘
xZ‘Q = 2“ i %"?‘1

X, 2lave ; x1-2a.~<.

d.h. bei xg=2a+c und xy=2a-c sind zundchst einmal Definitions-
grenzen.

Man kann nun die Ungleichung (*) auch als ein Vergleich von zwei Funk-
tionen auffassen, wobei der Graph der Funktion von x, die auf der rech-
ten Seite der Ungleichung (*) steht, eine nach unten gedffnete Parabel
darstellt und der Graph der anderen Funktion von x eine nach rechts ge-
6ffnete Parabel darstellt, die sich in zwei Funktionen zerlegen 1&Bt.
Die Ungleichung ist dann erfillt, wenn die Funktionswerte der erstgenann-
ten Parabel jeweils groBer sind beim gleichen x-Wert, wie bel den ein-
zelnen Funktionen der anderen Parabel. Wie gezeigt schneiden sich die
zwel Parabeln zweimal echt in X3 =2a+Cc und xg=2a-c und berihren sich in
X¢=0. Man muB nun feststellen, ob sich die Schnittpunkte auf der unteren
oder oberen Funktion der zweiten Parabel befinden. Dazu untersucht man
nun, ob sich die Punkte im positiven oder negativen y-Bereich befinden,
da die Funktionswerte von +c¥83x+czzo und von -c¥8ax+c“¢0 sind. Wir
missen sie also nur in den Term c?+4ax-2x? einsetzen. Beginnen wir zu-
nachst mit xg=2a+c:

ct+ 9,‘(2.,1-(.)-7_(_7.41-&)2: cte fulty ¢ac -ga.""‘fa-c.'za':- 1-?a¢<0,

d.h. xg=2a+c befindet sich immer im negativen y-Bereich. Das bedeutet,
daB dort bei %[(cz+4ax-2x2)+0488x+c?] ein Vorzeichenwechsel auftritt.
Untersuchen wir nun x4=2a-C:

2462 (2u-)~2(2ac)t = L+t~ Gac - Fut + Qac -2t =-cl+bac=t ('fa,-(_)

Dieses Ergebnis kann nun positiv oder negativ sein. Untersuchen wir,
wann es positiv ist:

c(%a-9 20
$a-c 20 ; dac>0
C $%a
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Das bedeutet: FUr ce€4a befindef sich xg=2a-c im positiven y-Bereich,

d.h. bei f[(c2+4ax—2x2)—cvéax+c?] tritt ein Vorzeichenwechsel auf. FUr

c>4a befindet sich xa=2a-c im negativen y-Bereich, d.h. bei
4[(c?+4ax-2x?)+cfBax+C7] tritt ein Vorzeichenwechsel auf.

Durch Einsetzen von einem Wert x>2a+c ergibt sich fir i[§02+4ax—2x2)—0483x+czq
ein Wert kleiner als Null. Da die Parabel tofBax+c? nur flr x)—f% de-

finiert ist, sich aber in jedem Falle bel xs=2a-c ein Schnittpunkt er-

gibt, muB -2<2a-c sein. Alle Ergebnisse mdchte ich in einem Schema

noch einmal darstellen:
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Somit ergibt sich fir die Definitionsmengen:

’ 1
{;:x!—> ,Fi;[(c"*’mx -‘Z.x"')-l'(.-J&.x-tc.?- I _ fur cg4a: D4=£-%,'Zu*c]
{;_ :xH’-J%[([“i 9.,,,‘.-7.):")*0\/:«“&'] \’r"Ur c>4a: Dz ::['l.q-c,-la.*c:]
\Csz)d-a /{i{c""‘ ¢ax-2c)c-ftaxte J —flr cgba: 05 :['% i Ta-c]
F, 1 xP- {%[(J* Fax —2xt -—c-,/fu.x-foij \fUr c>sa: ), =4}

2
Anmerkungen: a) FUr c=4a gilt: -j&:Za—c

b) Eigentlich miBte By={0} sein. Dies ist aber wegen der
urspringlichen Bedeutung und Erzeugung der Konchoide
nicht sinnvoll.

3.3. Kurvendiskussion der Konchoide

3.3.1. Sonderfalle

Hier mochte ich nur auf Kapitel 2.3.1. verweisen. Die Abschnitte a)-d)
gelten analog auch fir die Konchoide eines Kreises. Nur unter Abschnitt
d) sind die Punkte B(0;c) und R(0;-c) zugelassen, da 4=8/2 zugelassen ist.
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3.3.2. Nullstellen

Gehen wir von der allgemein Ublichen Konchoidengleichung
(x2+y2-2ax)2-c?(x?+y?)=0 aus und setzen wir y=0, so erhalten wir:

(x%2-2ax)?-c2x?=0
x*-4ax’+4a?x?-cix? =0
x? [x2-4ax+(4a2-c?)] =0

Diese Gleichung haben wir in Kapitel 3.2. schon eimmal gel@st. Die
LBsungen lauten: x,=0; xg=2a+C; Xg=2a-C.

Dabei sind xqe0, fUr ce4a mit fe(x,)=0,
xe&De fUr c>4a mit fa(xe)=0,
xgeDy fUr cs4a mit fae(xy)=0 und
xg6Dy fUr c>da mit f,(xg)=0 in jedem Falle Nullstellen
der Konchoide. 2
Zwar ist x,eD,, da -0 und 2a+c>0, aber fi(x.)40.
Auch ist x,eD,, da 2a-c<0 fUr c>4a, aber auch hier ist f(x,)#0.
So kann eine Nullstelle bei x,=0 nur dann vorhanden sein, wenn cg4a
und zugleich 2a-c30 gilt. Das ist flr c42a der Fall. Dabei gilt: fae(x2)=0.

3.3.3. Symmetieverhalten

Da fi{x)=-f(x) und f(x)=-f(x) flr jedes xeB,, ist der Graph der Konchoide
symmetrisch zur x-Achse.

3.3.4. Bestimmung der Tangenten

3.3.4.1. Die 1. Ableitung von fs -fe

£,(4= l% [Cct+ $ax ~2x?) +CfBax ¢ T ]1

Nach x abgeleitet ergibt:
£ ()= ':';_{ %[(c‘-o bax -2x%) + Fax T 1}

[t

4 -
L [2a-2x+ £ (faxtc?) INE

'('Zq_-?.x ‘qu,(_'

=2 1
2-6,0) {mc—n)

) Yfaxtcttac _ Eq(d

t -
f‘ (x) B fq(")‘ fax +ct - Nq (%)

(o - [a=X)YBaxict~ac _ _Epld
aralog gilt:  F U TR R T Na Gl

£ )zl

'F‘I(K) s - ‘F; (X)
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3.3.4.2. Senkrechte Tangenten

Senkrechte Tangenten sind dann mdglich, wenn Nq(x)=0 oder Ng(x)=0.

1. Fall: Bei den Nullstellen der Konchoide:

a) x4=0: Ng(x¢)=0 aber auch Z4(x4)=0, d.h. dort existiert
keine senkrechte Tangente.

b) xq=2a+C: Ng(xq)=0
24(xz):(a-23—c)(Aa+c)+ac=—Aac-cz-Aaz-aC+ac=-(a+c)2<0,
d.h. bei xg=2a+c existiert eine senkrechte Tangente.

C) Xy=2a-C:

c>4a: Na(xy)=0
Z4(xq)=(a-2a+c) (c-4a)+ac=(c-2a)*
Z4(xy) wdre nur dann Null, wenn c=2a wdre. Da
aber c>4a gilt, ist Z4(x4)>0, und flr c>4a existiert
bei xg=2a-c eine senkrechte Tangente.
cgb4a: Ng(xg)=0
Z4(xg)=(c-a)(sa-c)-ac=-(c-2a)*
FUr c=2a gilt Zg(xg)=0. FUr c#2a ist Z4(x3)<C.
Zusammenfassend kann man sagen, daB flr c+#2a bei
xg=2a-C eine senkrechte Tangente existiert.

2. Fall: FUr J83x+cﬂﬁo, d.h. bei x =--is-
Dies ist nur fUr céda mbglich, da xy$fy und xe$D, .
N‘(X?)ZO, N;(X’)ZO
Z4(xq)=aC>0, Zg(x¢)=-ac<0, d.h. es existiert fUr cé4a eine
senkrechte Tangente bel x,:—#&.

3.3.4.3. Waagrechte Tangenten und die Graphen der Konchoide

Dazu betrachten wir uns die Abbildungen 9a-e:

c<2a:

Abb.%a
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c=4a:

Abb.9d

c>4a:

Abb.9%e
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Es sind Repridsentanten der bis jetzt unterschiedenen F&lle. Man kann
ohne Beweis aus den Abbildungen folgendes erkennen:

Abb.9a: FUr ce2a gibt es flr zwei x-Werte xg und x, waagrechte Tangenten.
Dabei existiert bei xg¢ ein Maximum von fe(x),
bei xg ein Minimum von fe(x),
bei x¢ ein Maximum von fy(x) und
bei x, ein Minimum von f,(x).

Abb.Sb: Fir c=2a gibt es ebenfalls fUr zwei x-Werte xg¢ und x,=0 waag-
rechte Tangenten. FUr x,=0 allerdings nur als linksseitigen
Grenzwert. Dabei existieren dieselben Extrema wie oben beschrieben.

Abb.9c-e: Fir c>2a gibt es nur flr den x-Wert xg waagrechte Tangenten.
Es bleiben die selben Extrema, wie oben beschrieben.

Nun berechnen wir noch die Werte von xg und xg. Dazu setzen wir Z,(x)=0
und Z4(x)=0:

(a=-x)V9ax +c* 2uc =0
(q_,~x)'¢8ax +tct = Fac |z

t
(a~x)" (Qux+ct) =a'c
fax ~T6a?x* +8axd +clat - Za ¢lx +c2xtzal,t

xL8ax®+x(c2-4642) t(8a>-2ac?)] =0

1. Fall: x=0: Fir x=0 existiert, wie wir oben gesehen haben nur fuUr
c=2a eine waagrechte Tangente.

2. Fall: 8ax?+x(c?-16a?)+(8a>-2ac?)=0
Zunachst berechnen wir die Diskriminante D:
D=(c2-16a?)2-32a(8a’-2ac?)=c*-32a2c2+256a% -256a" +64a2c2=
=c*+32a%c?=c?(c?+32a%)>0
Jetzt erhalten wir:

_ 6=ttt e 3240

xs;‘- ™

Durch Einsetzen von Werten und durch Vergleichen mit den An-
fangs gemachten Erkenntnissen erhalt man:

L 16l -l et NG x. = 16t =t - ol £ 32

X = Téa und é 16

3.3.5. Wendepunkte

Wie man aus den Abbildungen 9a-e erkennen kann, ist ein Wendepunkt nur
mdglich fir 2a<c<4a von fy und wegen der Achsensymmetrie auch von fe.
Ein genauerer Beweis wirde hier den Rahmen der Facharbeit sprengen.
FUr die oben genannten Werte von c muB auch ein Wendepunkt von fg im
Intervall J—ir;Za-cE existieren, da:

fg(x) ist in diesem Intervall differenzierbar.

In diesem Intervall existieren keine Extrema von fg.
fs(x)>0 in diesem Intervall.

- Bei x,:-#&-und xg=2a-c existieren senkrechte Tangenten.
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3.4, Konstruktion der Konchoide

Zur Konstruktion der Kreis-Konchoide bedient man sich einmes 'Zirkels',
wie er auch von Schmidt (<2>,5.139) beschrieben wird (s.Abb.10).

.

3T
1

F oA H

0T
n

T
T

Dabei werden O und M auf der Zeichenunterlage fixiert. Bei Drehung von
SM um M beschreibt S den Kreis und P die duBere Konchoidenkurve, die
zur L8sung des in Kapitel 5.2.2. beschriebenen Problems genugt. Der
Rest der Konchoide muB punktweise konstruiert werden.

4. BASIC-Programm zum Zeichnen von Konchoiden von Funktionen

4.1, Wirkung und Arbeitsweise

Das Programm erlaubt das Zeichnen von Konchoiden von Kreisen, senkrechten
Geraden und von beliebigen Funktionen, die durch eine Funktionsgleichung
der Form y=f(x) eingegeben werden missen. Dabei ist auf eine computer-
gerechte Eingabe von f(x) zu achten, d.h. Briche missen als Division ein-
gegeben werden, der Malpunkt muB durch einen Stern (*), das Divisions-
zeichen durch einen schrigen Strich (/) ersetzt werden,yX muB als SQR(x)
eingegeben werden, u.s.w.. Die Naturkonstanten 'e' und 'wr' stehen unter
den Bezeichnungen 'E' bzw. 'PI' zur Verflgung. Ndheres darlber ist dem
BASIC- Handbuch des Computers zu entnehmen. Nach der Eingabe des Funktions-
terms konnen auch eventuelle Definitionsliicken punktweise eingegeben wer-
den. Man kann nun, nachdem die Parametereingabe abgeschlossen wurde, den
Ausschnitt des Koordinatensystems frei wdhlen, und dabei auch x- und y-
MaBstab unabhangig voneinander wahlen.

Die Konchoide und die Ausgangskurve werden dann in allen F&dllen auf dem
Bildschirm im gewdhlten Ausschnitt ausgegeben.Erfolgt eine Ausgabe am
Drucker, so gibt er zusdtzlich alle notwendigen Daten zu dem Bild aus.
Der Punkt O wird vom Computer in den Ursprung des Koordinatensystems ge-
legt. Die hochaufldsende Graphik erlaubt es, daB jeder Punkt P(x;y) mit
den Werten x und y auf den Bildschirm 'gesetzt' wird, so daB keine wei-
tere Umrechnung in einen bildschirmeigenen Code notig ist.

Das Programm fragt alle notwendigen Parameter selbsté&ndig ab, reagiert
aber nichtauf unlogische oder falsche: Eingabemmit einer erneuten Ab-
frage, auBer wenn es vom BASIC-System bedingt wird.
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4.2. Besonderheiten

Das Programm ist auf einem Olivetti M20 -Computer mit dem Betriebssys-
tem PCOS erstellt worden. Als Drucker stand ein Olivetti pr2400 Thermo-
drucker zur Verfigung. Da der Drucker, im Gegensatz zum Computer, nicht
mit dem deutschen Zeichensatz arbeitet, sind im Programmlisting alle

'U' als '}' und alle 'B' als '—' dargestellt.

AuBer den in komfortableren BASIC-Versionen gebrauchlichen Befehlen wird
in Zeile 950 der Befehl 'CALL"sp' verwendet. Dieser Befehl dient in PCOS
dazu, den aktuellen Bildschirminhalt am Drucker auszugeben, d.h. eine
Hardcopy anzufertigen.

4.3. Struktogramm

Das folgende Struktogramm erhebt keinesfalls den Anspruch, das Programm
im Detail zu beschreiben, sondern es soll nur die grundsatzlichen Pro-

grammschritte aufzeigen. Die in Klammern angegebenen Zahlen entsprechen
den Programmzeilen im Programmlisting.

Schreibe die Uberschrift (10-40)

Schreib: Parametereingabe (80-90)

Lies: Kurvenart Z (100)
Funktion
Z=0 Kreis
Z=1 Gerade
=2
Lies Funktion y=f(x) |LieS: XM=Xu Lies: AA=a
(120-150) YM=Yyu (230-240)
RR=r

Lies: Anzahl der De- (190-220)
finitionsliicken DL
(250)

FUr 0=1 bis DL
(260-280)

Lies: Definiti-
onslicke DL(0)

Lies: CC=c; PH=§ (in BogenmaRB); Druckerausdruck C$=(j/n)
(290-310)

Schreib: MaBstabseingabe (350-360)

Berechnung des Bildschirmausschnitts mit A=Xeae B=YessC=Xumund
D=Vmis aus den Begrenzungs- und/oder MaBstabseingaben K und L.
(390-570)

Zeichnen des Koordinatensystems mit den Daten A, B, C und D.
(610-640,1100-1230)
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Z=0

Zeichnen der Graphen

Z=1

(680)

2=2

Berechnung der Kon-
choidenpunkte
P(XX;YY) mit Hilfe

Z=0, mit

f(x):!dr’—fx-x_sﬂ

Berechnung wie bei

Y

Berechnung der Koncho-
idenpunkte P(XX;YY)

C$=Hj "

der Formeln: und Zeichnen der Kon- |mit den Formeln:
XX=xgC+Ccos (¢&-¥) choide und des Krei- | XX=a-c.cos(e-¥)
YY=F(x)sc - Sim(d-T ses. (1240-1410) YY=a.tard-c-sin(¢-¥)
fur a=arctanff(x)/x] mit +&[0;2¢]\{n},

fUr x$0 und (1420-1490)
fir 4=%/2

fir x=0,
und Zeichnen der
Konchoide und der
Funktion. (700-870)

Druckerausdruck C$ (910)

C$= llnll

Ausdruck des Bildschirms und
aller notwendigen Daten zu

dem Ausdruck. (950-1050)

Ende (150)

Im Programm kann man am Ende noch entscheiden,ob man die Konchoide
noch einmal in einem anderen MaBstab zeichnen will, und ob man eine

andere Konchoide zeichnen lassen will.

4.3,

BASIC-Programm

Progvamm IUm Zeisknen Yon Eonchoiden
die Facharbeit {9

IF Z4<>3 G070 168

PRINT"Um die Funktion einzuzeben,

FRINT"
PRINT"

{ENTERZ
<CENTER:

2088 ¥=+§02]
Q2t0 164

tippen Sie gie

B 3 R R R R T R

Tk STESEellt o am 5,14 198g €230

Twxk 1M Mathematik bel Herrn N, Badmann

Twwk D01 1524 by Axel Findling

cLs .= S===Z==TITT=T== "
CURSORLILEY (PRINT EF PRINT"

PRINT Ef FPRINT.PRIMT"

FOR Q=1 TO 2888 NEST o

REM

REM ssskckdokksksokktk Farametereingaabs

REM

CLS . PRINT"Parametersingabe !

B A "IPRINT
PRINT"Konchoide won ) IMPUT"Funktion (=87 .

(=11 oder

i

kivei

FO13% 1M

Geva
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18
145
2
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e

FFLHT“yaowdxnate
IMFUT wm="%N
IHPUT"—”;RR

GOTO Z9d

IMPUT  a="" AR

GOTo 294

thhT’.1=“1=1= De+vinitionsliiokent DL

FOR O=1 T2 DL

FRIMT 'Defimitionslicke Nv. ;0 IMPUT DLCOD
HEXT O
IMNPLUT " =" CC
INPUT " 3amma (in DESI=":PHI:PH=PHI*FI- 128
IMFUTY AU Drucker [i-.01V00%

RENM

REM ckbdotdokksobkobdod & Ma~stabseingdabe w@dddbfbRshdtiw
PEN

L'-'FFTHT”H “stabzeinaabe

PRINT /= —mmm e = " PRINT

FRINT'Ma & des Rildzchivms: "

FRIMT!" ==18.,6Cm w=dt,6em”  FRINT

FRINT"JetZt *QA° eingeben, €falls die [niervaligranien
PRINT"werden sollen v
INFUTY =-Ma~stab:. 1.V
IF K=8 GOTQ <48
INPUT"v=Ma~stab: 1.7 i AgEs"3"

IF Af=":3i" GOTOD &&@
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NEXT 0
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NEXT J
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1418 RETURN ‘ :
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1478 © ¥W=3 I NEXT RL

1488 © LINE {(AR.BI-LRA. DI
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2818 . | RETURN



- 32 -

5. Verwendung der Konchoide bei nicht elementar l&sbaren Problemen

Probleme sind dann elementar l8sbar, wenn man sie nur mit Hilfe von
Zirkel und Lineal 1l8sen kann. In diesem Kapitel werden nun zwel
klassische, nicht elementar ldsbare Probleme behandelt.

5.1. Verwendung der Konchoide des Nikomedes zur Wirfelverdoppelung

Das Ziel der Wirfelverdoppelung ist es, einen Wirfel mit einem doppelt
so grofBem Volumen wie ein gegebener Wirfel zu erhalten. Ist nun a die
Seitenldnge des gegebenen Wirfels und x die des gesuchten Wirfels, so
soll gelten:

x>=2a’

oder x=4/24a

Fs muB also aus einer gegebenen Strecke a eine Strecke x der Lange 2V§b
konstruiert werden. Diese Aufgabe ist elementar nicht zu ldsen, aber
unter Verwendung einer Geraden-Konchoide. Ich stiitze mich bei der fol-
genden Rechnung auf die von Schmidt (<2>,S.106f).

Man zeichne eine gerade Konchoide mit a als Kantenldnge des gegebenen
Wirfels und mit c=a. Man bezeichne den Schnittpunkt der Geraden g und
der x-Achse als U und zeichne in U eine Gerade im Winkel von 60° zur
x-Achse. Man bezeichne den Schnittpunkt dieser Geraden mit der y-Achse
als Q und den Schnittpunkt mit dem entfernteren Konchoidenast von O als
P. Zuletzt verbindet man noch P mit O und bezeichnet den Schnittpunkt
dieser Strecke mit der Geraden g als S (s.Abb.1l).

|

T
T

Es sei: 0S=x; UP=y

Aus den Eigenschaften der Konchoide folgt: SP=a=00

Es wird nun behauptet: x=

FUr den Beweis fdllt man zundchst ein Lot von O auf die Gerade QP und
bezeichnet den Schnittpunkt mit L.

Fiir die Lange der Strecke [QUJ gilt:

Qu - siv30au =« mit €0QU=30° (Winkelsumme im Dreieck)

-2 . -
Qu = sindo? =la
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Somit gilt nach dem Strahlensatz: -f-:%,‘&
d.h.: 2za=-g— (1)
Im AOPL gilt nach dem Satz von Pythagoras: TP?=[P?:+0C* mit [P=y+[U
Dabei gilt fir TU: TU=a: cos60°= -
d.h.: (xva)t =(yv 2T+ OC*
Im AOLU gilt ebenfalls nach dem Satz von Pythagoras: 002=LU2+0C?
d.h.: a®=(§)+oCt
Um OL zu eliminieren, subtrahieren wir die vorangegangenen Gleichungen
voneinander:
(x+e)? -a® = (y+ %)l- “—7'-2

i 2 4
e ¢2axwtn—at = y?..‘ wy 4-‘,‘;—-%

Xt+2ax = yiiay (11)

Setzt man nun (I) in (II) ein, erhdlt man:

2 RO
X + -—'a.—z‘ - yzfay

%_1- (a+y) = y(a.i-y) |:(a+y), da a+y$0
1
=Y
ay = xt (111)

Setzt man (III) ih (II) ein, erhdlt man: x?+2ax=y?+x?
d.h.: 2ax=y? (IV)
Aus (III) erhdlt man: ay=x?, d.h. x%=a’y?
Setzt man hier (IV) ein, ergibt sich:
x*=aZ%. 2ax |+ % (*+0)
x>=2a’

x=)-f§‘a

g.e.d.

5.2. Verwendung der Konchoide zur Winkeldrittelung

Zu einem gegebenen Winkel & soll ein Winkel x konstruiert werden, so
daB gilt: x=§=. Diese Aufgabe ist ebenfalls elementar nicht 1lGsbar, wohl
aber unter Zuhilfenahme von Konchoiden.

5.2.1. Mit Hilfe der Konchoide des Nikomedes

Dieses Kapitel habe ich mit Hilfe der Rechnung von Schmidt (<2>,5.107)
erarbeitet.

Gegeben sei ein spitzer Winkel & mit Scheitel 0. Man tragt nun an dem
einen Schenkel des Winkels eine beliebige Strecke [0Ul ab und errichte
das Lot in U, das den anderen Schenkel des Winkels in N schneidet. Nun



- 34 -

sei ON=b, und man zeichne die Konchoide zur Gerade NU, mit a=00 und
c=2b. Bringt man nun die Parallele durch N zur Geraden OU mit dem von
0 entfernteren Konchoidenast zum Schnitt, erhdlt man einmen Punkt P.
Der Schnittpunkt der Geraden OP mit UN sei S, und der Punkt, der die
Strecke [SP] im Verhdltnis 1:1 teilt, sei M (s.Abb.12).

O

1

b
1

T
T
I

111 ]
1
1
b
T

Tk

113 L ITTHIT T
HHHHEE

)=y Nut
N &I
e DS

I

14
1

14
]
I
T

Es sei: &POU=x _
Aus den Eigenschaften der Konchoide folgt: SP=c ; SM=b sMP=b
Nun wird behauptet: x=-%-

Beweis:

Es gilt: £NPO=$P0OU=x e
Im ANSP gilt wegen dem Satz von Thales: MS=MP=MN=b
Nun ist, da ¥MNP=¥NPO=x (gleichschenkliges Dreieck):
FNMP=180°-2x
und 3NMO=180°-FNMP=180°-180°+2x=2x
Da AONM gleichschenklig ist, gilt: &PON=4NMO=2x
Nun gilt: &=3PON+x=2x+x=3x, d.h.:

<

K= e

3

Bei nichtspitzen Winkeln &' halbiert man den Winkel i-mal, bis ein
spitzer Winkel « Ubrigbleibt. Fiir diesen Winkel flhrt man die Winkel-
drittelung durch und verdoppelt den entstandenen Winkel x i-mal zu
einem Winkel x'. Beweis:

1) -L'=Z;-J. 1I) ¥'=2'x  mit x=-'§-
x':la'g-

J,:-%r.xl

& in I) eingesetzt ergibt: ¢! = Z‘» —;1“:' D x's -%'-

g.e.d.
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5.2.2. Mit Hilfe der Pascal'schen Schnecke

In diesem Kapitel habe ich ebenfalls die Berechnungen von Schmidt
(<2>,5.139+132) herangezogen.

Gegeben sei ein spitzer Winkel & mit Scheitel M. Um M zeichnet man

einen Kreis k mit beliebigem Radius a. Nun schneidet man die Verladnger-
ung des einen Schenkels mit der Kreislinie und erhdlt den Punkt O.

Zu diesem Punkt O und dem Kreis k zeichnet man eine Konchoide fUr c=a.
Bringt man nun den anderen Schenkel des Winkels mit der &uRBeren Kur-

ve der Konchoide zum Schnitt, erhdlt man den Punkt P. Der zweite Schnitt-
punkt der GeradeaOP mit der Kreislinie sei S (s.Abb.13).

ne

Es sel nun: §POM=2x .
Aus den Eigenschaften der Konchoide und des Kreises folgt: SM=SP-MO=a

Es wird behauptet: x=%
Beweis:

Da &A0OMS gleichschenklig ist, gilt: ¥MSO=¢M0OS=2x
Da auch ASPM gleichschenklig ist, gilt weiterhin: $SPM=&4PMS
FUr den Winkel &PSM gilt dann: 3PSM=180°-2x

und: §PSM=180°-2+ §SPM
Durch Gleichsetzen erhdlt man: 3§ SPM=¥PMS=x
Man erkennt aus der Zeichnung: ¥OMS=180°-(&+§PMS)=180°-(L+Xx)

und es gilt: §0OMS=180°-2- gM0S=180°-4x

Durch Gleichsetzen erhdlt man jetzt:

oL+ X=4X

d=3x
oL

K= e

3

g.e.d.

FUr nichtspitze Winkel gilt das selbe, wie unter Kapitel 5.2.1. beschrie-
ben wurde.
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